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LA DEMONSTRATION : UNE LOGIQUE EN SSTUATION ?

3 Gilbert Arsac
UniversitZ ClaudeBernard Lyon, IREM et LIRDHIST

1) Introduction

Le butdecet exposZ est d@xaminer queles questions e Arentudlement queles conjectures,
diverses moddisationslogiques peuvent amener dansle domeine de la didactique Il nesOgit
doncpas de prsenter unethorie gzhzae originde dela dZnondration, nidelarZduire” sa
structure logique: d@utres points devue, dOatres mod4isationssont possibles.

Il Ogit dOunxposZ AZmentaire en ce sens queje souhaterais quQisoit utile aussi bien en
formation des ma'tres de machmaﬂques quOe recherche didactique fourrissant uncadre
chorlquede base, cadre de base, c@st-"-dire pouvant ou cevant «tre compl AZ par des thZories
plus Aabors auxqueles je neme rAZrerai pas.

LOrposZ pat de I@xpZience de la pratique mathZmatique danslatradition ocidentale.
Depuis Eudide, celle-ci cherche ™ Zablir unevzitZ mathZmatique pa une mahodede
validaion, la dZmongration, reconnte pa tous et cette recherche reste un trait commun avec
les mathZmaticiens contemporains (Arsac,1992), mme s au coursdelOhstoire, les nZessitZs
delarZsolution deprodemes ontamenZ” laisser dec™Z au coursdOfisodes historiques
importants, comme pa exemple Invention du @lcul infinitZsimal, larigueur du
raisonnement (Hemily, 2006). Cée urenimitZ sur la validitZ des mathZmatiques nesuppo®
aucune philosophie partagZe, aucune ZpistZmologie commune: le silence dOEdide sur cette
question est impressionnant. En ce qu concerne les mathZmaticiens contemporains, § Alain
Connes pa exemple proclame son pktonisme (Changeux Conns, 1989), | nOst pas
nZcessaire de patager cette philosophie pour goprouve ses rZsultats.

2) ProblZmatique.
2.1) Les mathZmatiques de r ZZrence.

Conpte tenu du ut didactique larZZrence ™ la praiquemathZmatique se prZcise de la fason
suivante:

- jOatendspa CdZmondration E ce quelOa baptise dece nomdansles cours manuds
et ceci ~ tousles niveaux : il Ogit de sOntZresser auss bien ™ la dZmondration en
quatrieme, & pas seulement en gdmarie, quOcelles quelOon tidie ™ IOuniersitZ

- En revanche, & compte tenu quele but decet exposZest didactiqueet non
ZpistZmologique vousnOrtendrez pas paler ici du hZoreme de G3dd ou e
|Gintervention ce |Onformatique dans la dZnondration duthZorsme des quére
couleurs Les rAZrences resteront tout” fait classiques.

Une question, but” fait centrale du pont de vuedidectique, est | Guneles motivations de cette
Ztude tenant pour aquit, de maniere un peu brutle, quejusquOprsent les tentatives
dOuitiser unenseignament de la logique pour andiorer les paformances des Zudiants en
matie re deraisonnanent mathZmatiqueconduisent ~ 1@chec, nousnousposnsla question::
peut-on explique prZcisZment cet Zchec ? LC)dverbe(;pchisZment E sgnifie quOisemble
assez Avident quelOzhec est dZ” latrop gandeimbricationentrelalogqueet les
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mathZmatiques, mais quenoussouhdtonsmettre en Aidence defason tres przise cette
imbrication. Faut-il d@illeurs conclure de cet Zchec quela logique est inutile, ou les choses
sont-elles plussubtiles ? On paut aussi interroge le fait quebeaucoup derecherches portent
principadement sur la dZnongration en gdbmarie et que beaucoup dOesignants et dOBves
pensent quQinOya de dZmongration qubegdmarie.

RZcemment unarticle de Thurgon (1994)a traitZ en partie dela question quinousintZresse
de maniere assez radicale. Il dZlare queCNousdispoonsde pluseursfasonsinnzs de
raisonne et d@ssembler les choses qui sont liZes ™ lafason dort on fat des dHudions
logiques : cause et effet (reliZs ™ I@mplication logique), contradiction ou n@ation, etc. E pus:
CEn fait, on lencontre souvent d@xcellents mathZmaticiens qui ne connaissent meme pas
|Guage standad et formel des quantificateurs (Qud quesoitOet Al existeQ, bien quetous
les mathZmati ciens eff ectuent certainement les raisonnements queces Zeritures formelles
codent. E Au XVIle me siecle d4”, Pascal dZlare ™ proposdela gzomarie CEe lle seule sait
les vZitables regles du rasonnament, et sans sOater aux regles du g/llogisme qu sont
tellement naturelles quOon npaut lesignaerE E (Riscal, 1985). B2 meme, la vZification
dOuneZnondration (que I0on pese aux tentatives successives de dZmongration duthZoreme
de Fermat) ne se fait pas ~ |0ade dOunenodisation dans unethZorie logique.

Appaemment dong les regles delalogique seraient innZes. Elles sont dOl eurs utilisZes
dansles dialogues de Platon, et le raisonnement par |I@bsurde appaa’t me me antZrieurement
|Ogoquede Platon, ez ParmZhide. Quant ~ Eudide, Gardies, (1997) @res avoir AudiZle
raisonnement dansles ElZments Zrit : : CAind la chronobge rend-elle plus vraisemblable
une influence des mathZmati ques contenues dans les El Zments sur les dZcouvetes logiques
[E] que IGafluence inverse [E] il est Avident queles gzdbmetres grecs ont pu praiquer par
exemple le calcul propostionrel, comme M. Jourdan praiquat la prose, bien avant que
quiconqueait su en formaliser lamoindreinfZrence E. Mais il soulignepar ailleurs que
certaines opZationscomme la cortrapostion, ntignors des mathZmaticiens grecs. De
meme, en ce qui concerneles quantifi cateurs, IO#MIdedes textes des premiers mathZmaticiens
qui se sont affrontZs au phZnome ne dela convergence uriforme montre quece maniement
nOsgt pas encore ma'trisZ; il serait d@illeurs Zonnant quela nZgation dOunpropostion
quantifiZe un pes complexe, nZcessaire en cas deraisonnament par |@bsurde reeve
entierement dOuneonnassance S mplement sousjacente au langage (pour de exemples de
cette diffi cultZ, of Seidel, 1847 ou $kes, 1847). Cedit panorama historiqueconcuit donc”
estimer qu@n meatiere deraisonnament, tout nOg pas naurel, il y aquelquechose”
apprendre ce qui ne surprendrapas les enseignants, mais a@ppaemment cet gpprentissage ne
passe pas pa uneZudedela logiqueautonome par rappott aux mathZmatiques, puisque
dOdleurs, les mathZmaticiensonten gzZral employZles regles logiques avant quOiées soient
formalisZes.

Notre Zudemettra Zgaement en Aidence le r™g primordial jouZ dansle raisonnement
mathZmnatiquepa ClOoutlage E du nathZmaticien, composZ non gulement deconaepts,
mais denotations deroutines de nature diverse, ceci ~ |Oacontre dOun entdisme” la
Brouwer qui ferait delOZrit la smple traduction dOunpensZe entierement autonone. Le
prZsent article patagel”-dessusla postion deBosch & Chevallard (1999) ¢ aussi 10dZe que
cOst souvent en scrutant la mathZmatiqueelle-meme, y compris son histoire, quOonomprend
le mieux les difficultZs dOpprentissage.

3) ModZisation par le calcul des ZnoncZs.
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Dans ce paagraphe je regroupeun giend nonbre de modZisationsou analyses, didactiques
ou non, quwmentladZnonSratlon mmme un enchanement de syllogismes, ou, $ IGon
prZere, comme IOplecatlon s regles dumodusponens” des Znondzs, cOd-"-dire” des
phrases susceptibles dOwe dZclarZes vraies ou fausses. Le r™é central dans le raisonnement
est aorsattribuZ” I@mplication. Conme il Dgit en gZnZa detravaux bien connus je
nCissteral pas sur les dZails, pa exemple sur la nZessitZ d@nvisager le cas du rasonnement
par |Ohsurde Dans cette catZgorie je regroupedoncauss bien les analyses ZpistZmologiques
de Lakatos (1976) qudes travaux de Duvd (1991) quiporent sur la dimenson cognitive du
raisonnement, mais uniquement dans|e cas du rasonnement dZdudif. Ces auteurs ne font pas
derZZrence explicite au calcul des ZnorcZs, mais cOst bien ce point devuelogiquequi est en
arriere plan de leurstravaux, o@st-"-dire que leur caractZristiqguecommune essentielle est de
sOntZresser ~ |@ncha’nement syntaxique des ZnoncZs en forction e leur Cstatut opZratoire E
(Duvd, loc dit) mais sans sOntZresser ~ leur gructureinterne. La nation devariable rAZrant”
un obgt mathZmatiqueest absente.

En Zartant aind de |Orpo<Zle point devue qui est le plus classique je nOoule pas qudi
appore d4” beaucoup” 10#idedela d4nongration. Pour le montrer et mettre d4”~ en
Zvidence un artain nonbre de questions il suffira detraiter |@xemple dOua dzZnongration
classiqueet tres courte, celle du hZorsme sur la somme des anges dOunriangle
traditionnelement attribuZ ~ Pythagore

CEtant donrZ un tiangle ABC, trasonslapaallele DE ~ BC passant par A. Les angles
alternes internes sont Zgaux : dOuneart celui SousDAB et celui sousABC ; dQatre part,
celui ousEAC ¢ celui sousACB. Ajoutonscelui sousBAC aux deux autres. Les angles
DAB, BAC, CAE, cOd-"-dire DAB, BAE, autrement dit deux droits, sont doncZgaux aux
trois angles du tiangle. Doncles trois anges du tiange sont Zgaux ~ deux drotsE.

D A E

B C

Examinonsdans quelle mesure cette dZmongtration peit stre rZZcrite comme unencha’nement
de dHudionsjudifi Zes. Une remarque prdiminare sOnpose : ure suite de dZuctions
valides schZmatisZe par CSi H, dorsH; E, G Hy, dorsH, E, E Cs Hy, dorsK E arra
comme rZaultat find CSi H, dorsK E. On reconndt dansH ClOhypdtse E @ dansK la
Cconduson E dela dZmondration. Viviane Durand-Guerrier (2005) &it remarquer quQiest
pournt tres rare en milieu scolaire quele rZsultat find soit Znon sousforme dOua
implication : on dZnontre, mais on néxplicite pas completement ce quOon dZmontrZ
Souvent, sule laconduson K est miseen valeur. Ceei pos ure premiere question
didactique

Dans ladZmonstration de Pythagore, on part d@ne donnZe, celle d@n triangle, qui
remplace manifestement IOhypthese ; celle-ci implicite, congste dansles propriaZs qui
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dinissent un tiangle : les trois points A, B, C nesont pas aligns. La frontire entre donn
et hypothese peut «tre dZplacZe ; ici on paurrat partir de :

DonnZe : trois points. Hypothe se: ils ne sont pas alignzs.

On met ainsi en Avidence qu@ne dZmonstration part de la donnZe d@bjets
mathZmatiques d@ine part, et de propriAZs supposZes vraies de ces objets d@utre part,
qui constituent les hypothe ses. Dans |@xemple que nous Zudions, les hypothe ses ne
sont pas absentes maisimplicites.

On peut remarquer ensuite, et c@st particulierement Zvident sous la forme que nous
avons donnZe” I1(ypothe se, que celle-ci n@st pas utilisZe dans la dZmonstration,
contrairement ~ ce qu@xplique traditionnellement |@nseignant ~ ses Asves. |1 est
facile de voir que cela provient du fait que |@xistence de la paraleleen A ~ (BC) n(@st
pas justifiZe. Voici alors un schZma d@ncha’nement logique tentant de suivre au plus
presladZmonstration :

1 CommeA, B, C ne sont pas alignzs, il existe une parallele (DE) en A ~ (BC).

2 Lesangles B et BAD d@ne part, © et CAE d@utre part, sont alternes internes par
rapport aux deux droites parall+les (BC) et (DE) et aux sZcantes (AB) et (AC).

3) Ces angles sont Zgaux (propriAZs des angles alternes-internes).
4) Onadonc B+ R+@=BAD + BAC + CAE = DAE cqfd.

On remarque que |ntroduction de la parallele, que nous venons de justifier, est
Zvidemment la dZ de la dZmondration ar dle permet dOpplique les thZore mes dassiques
sur les angles dternes-internes. Pour un nathZmaticien cOst ClGilZ E fondanentale dela
dZmondration. DOunenanisre gzhZale, dansunedznondration, ntroduction dOgjets
appaa’t souvent comme laclZ qu pemet de mener ~ boutle progessus dAHudif.

Cer™a fondamental des introdudionsdObjets permet decomprendrequepour un
mathZmaticien, la dZmongration re se rZduit certainement pas ™ ure ddudion, e justifie des
recherches qui poreent sur le lien entre dZcouverte et dZmondration (CunitZ cognitive E, ¢
Garuti et al, 1998 ou Bdemonte 2005). DDdleurs dans de nonbreux cas, on pert congater
quele lien entreIOAon "~ dZmontrer et les hypoheses choisies nOg pas ZAvident : on
trouvaa dans Aigne et Ziegler (1998), a premier chapitre, Sx preuves del@nfinitZ des
nombres premiers : ~ chaquefois les hypaheses sont diffZrentes, et proviennent du choix
antZrieur dOunetratZgie de dZmongration, qui congste en gznZal ~ dZmontrer un fioncZ
dontIOdon& initial est cons/quence, par exemple quela somme des inverses des nombres
premiers conditue ure sZrie divergente. Il y aici ~ lafoisintrodudion dOn obft (laszie) et
utilisation dela logiquequi permet devair le lien entre IGnondZ” dZnortrer et la stratZgie
choisie. Et bien gr, on pett aussi choisir deraisonneg par |Obaurde

L Oadyse de la dZmongration e Pythagore pourrat sembler terminZe, mais en fait, on
dZcouvre, ~ larZlexion, un Clemme cachZ E suivant | @xpression de L akatos (loc cit).
Pour se rendre compte de | @xistence d@n point obscur dans |@ncha’nement logique
proposZ ci-dessus, il suffit de remarquer qud est fort difficile” suivre sans utiliser la
figure, essentiellement parce que les points D et E ne peuvent «tre placZs au hasard sur
laparalleleen A~ BC: il faut queles angles ABC & BAD dOuneat, BCA et CAE dQOatre
part soient des angles alternes internes, ce qui veut dire par dAinition queles demi-droites
[AD) et [BC) sontdepart et dOatre de (AB) et quedememe, [AE) e [CB) sontdepart et
dOatre de (AC). Mais pour pouvai condure, il faut «tre szr que[AD) et [AE) qui sont deux
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demi-droites de me me origine portZes pa uneme me droite, ont oppodes e non pa
confondue. Ceci suppo® le lemme suivant :

CDanstouttriange ABC, la demi-droite dOogine A pasallsle” (BC) ¢ situZe de |@utre c™Z
de (AB) pa rapport™ C & la demi-droite parall-le” (BC) et situe del@utre c™Z de (AC) pa
rapport”™ B sont deux demi-droites oppoges E

Celemme est bien sr Aident sur le dessin. Contairement” |@xistence dela paallsle en A
qui peut «tre facilement dZmontrZe, il fait appd " des raisonnament dOurtype incomu
dOEdide, e qu suppo®nt uneaxiomatique adaptZe (cf Arsac 1998, p. 75). C&gourquoi
sansdout on nQepale jamais.

Un contr e-exemple.

Reprenonsmaintenant un exemple d4” puwbliZ dans Durand-Guerrier et Arsac (2003)
montrant comment |@nadyse en termes delogiquepropostionndle, c@st-"-dire defason

A Zmentaire comme ci-dessus, sanstenir compte des variables qui figurent dans les Zhondzs,
Zchoue™ andyser certaines erreurs. Ce exemple consste en ure dZnondration eronze du
thZoreme des accroissements finis gzhZralisZs. Nousrappdonsci-dessous|Odond de ce
thZoreme, ans que celui duthZoreme usuel des accroissements finis.

ThZoreme des accr oissements finis

Etant donr? deux rZels a et b tels que a < b et une
fonction numZrique f dZinie sur |Otervalle fermZ[a ; b,
s f est continuesur |Ontervalle fermZ [a ; b], et dZivable
sur |Ontervalle ouvet Ja ; b[, alorsil existe unrZel ¢ dans
|Ontervalle Ja; b[ tel quef(b) - f(a) = (b-a)fO(3.

ThZoreme des accr oissement finis gzhZralis? :

Etant donr/ deux rZels a et b tels que a < b et deux
fonctions numZriques f et g dZinies et continues sur
|Gintervalle fermZ [a ; b], dZivables sur IGntervalle ouvert
la; b[, s ladzrivZe gQde la fonction g ne sOanule pas sur
|Oitervalle]a; b, dorsil existeun rZel ¢ dans|Oitervalle
Ja: b[, & que: () _ f)! f(a)

gc) gb)! gla)

Une dZmondration, frZquemment rencontrZe chez les Zudants en DEUG scientifique
premiere annZe, consste ~ dAluire le deuxie me thZoreme du pemier, delafason suivante :

Lafondionf vZifie les conditionsdOpplication du hZoreme des accroissements finis, doncil
existe ¢ dans Ja ; b[, te que fOf)(b-a) = f(b)-f(a). De meme g vZzifie les conditions
dOpplication du thZoreme des accroissements finis, doncil existe ¢ dans]a ; b[, tel que
gO@(b-a) = g(b)g(a). Comme gtne s@nnule pas sur Ja ; b, gOf) ! 0 et donc g(b) - g(a) !
0. On paut doncfaire le quoient des deux ZgditZs, on obtent dors |0galitZ cherchZe.

Cette dZmondration est fausse ; on peit le montrer sur un ecemple en congdZrant deux
fonctionspour kesqudles on nepeut pas choisir le meme point ¢, ce qui nOst pas s facile
dOaleurs puisque pour ehiber un cntre-exemple, on nepeut pas congdzZrer deux
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polynThes de degrZinfZrieur ouZgd ~ 2 ; on peit pa exemple prendre les fondions qui ™ x
assodient respectivement x” et x® ou encore x? et sinx. S |Oon @ayse cette dZnondration,
on netrouve pas dOeeur dansl@nchanement logique: les thZore mes sont appliquZs
correctement ; la nonvaliditZ ne dZpend pas dOunenauvaise application ce la regle du Modus
Ponens. LO&eur pat «tre andysZe de deux points devue

- dansle premier pant devue, on mndgdere quela dZmongration est, comme en gZlomzArie
unedZmondration sur un exemple gzhZique, congituZici du muple des deux forctionsf et g
(dansla dZmondration duthZoreme usud, on travaille sur uneseule fonction f), mais quedu
fait quOn vadtiliser deux fois le meme ZnoncZ, il faut tenir compte dOunesgle de
manipulation ces variables : quand on @pliqueun AorcZ du ype Cqud quesoit 3, il existe
bE E, 1 faut gjouter queb CdZpend E dea. Dans ce pramier paint devue on Zudie
empiriquament les regles defondionnament des dZnongrationsconarstement mises en fuv re
en mathZmatiques.

- dansle deuxieme point de vue, on interprete la dZmongration non plis dansle cadre du
calcul des propostions mais dans celui du calcul des praicats. Autrement dit, on utilise un
modele thZorique pour rendre conpte de la pratique prZcZdente.

De ce point de vue, |Ogreur condste ~ utiliser unelettre de CvariableliZe E, dast-"-dire qui
est dansle champ dOun gntificateur, ~ savoir ici |a lettre ¢, comme Qi Ogissait d@n nom
dOolgt (ici un nonbre rZel) e du @up, “nepas respecter les restrictionscorrespordantes sur
les norrs dOolgits : ~ savoir, quOunEttre deA utilisZe pour unengance dOunmbnd
existentiel ne peut pas «tre utilisZe pour dsigne un autre objet. LOutisation decette regle
permet de rectifier la dZnondration piZcZdente : on dZduit ure instance pourf avec par
exemple lalettrer, puis uneingance pourg avec pa exemplela lettre s. On peut bien dors
obtenir I@gditZ des deux quotents, mais ceci ne prouvepas le rZsultat cherchZ

Une manisre dOviter |Oereur, frZquemment rencontrZe dans la dasse de mathZnatiques,
congste ™ utiliser ure lettre diffZrente pou la variable liZe dans chacune des deux instances
delOdond existentiel. Sur le plan logique, ceci nOgoas de satut thZorique; sur le plan
mathZmatiquenon pusdOileurs les regles de manipuation des lettres muettes en
mathZmatiques Zant ana ogues aux regles de manipulation delettres de variables liZes en
logique 1l SOgit dOuneratiquepermettant, par |Odtisation dOun foratisme intermZdiaire,
dOtirer |Gitention sur le fait quelOon @peut pas conddZer a priori quQisOgit dumeme
AZment pour ks deux fondions

5) Le calcul des prZdicats et la dZmonstr ation naturelle.

Le calcul des praiicats auquel nousvenors defaire appel permet dedonne toute saplace” la
quantification &~ lanoton ce variable. Il permet dorc de modAiser les d4nondrations
mathZmatiques devant lesqudles Zchouat |e calcul des propostions Malheureusement, il y a
unanimitZ pour suligner ~ la fois la complexitZ du alcul des praiicats et I0bignement des
dZmondrationsrZdigZes dans ce modsle des dZnondrations mathZmatiques correspondantes,
au pontquOon pse bien imaginer que |®n posde unedZmondration methZmatique fausse
dOunhZoreme exact sansquela prZsentatlon dela dZmondration exacte dansle cadre du
calcul des praicats pemette de dZeler |@rreur. Aing, dorsque le calcul des propaitions
2ait conddAZ comme supeflu car trop Ziident, celui des praicats se trouve ZeartZ car trop
compliquZ

Un modsle intvermZdiai re est fourni par les modsles de C;dZduaign ndurelle Eea calcul des
pradicats qui Zend la CdZdudion naurelle E das le calcul des ZnorcZs. Conme il nOst pas
guestion ici dese lancer dans|Ogpo<Z dOne thZorie logique, nousnouscontenterons
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dGidiquer les buts poursiivis par la dZdudion ndurelle et comment elle peut nousguider
dansnotre recherche. Dansle calcul des ZhondZs, la dZuction returelle a pour butdOolsnir
les dZmongrationsles plus Cnaurdles E possibles et la dZdudion ndurelle dansle calcul des
pradicats gjoute” ladZuction returdle dansle calcul des ZnondZs, desregles de
manipulation des variables, dites regles dGitrodudion @ d@iminaion des quantificateurs
qui sont destinZes ~ mod4iser au plus pres les praiques des mathZmaticiens Nouspouvons
doncexploiter larZlexion des logiciens sousla forme suivante : ces regles concernant les
quantifi cateurs sont candidates ™ la description dela spZificitZ des raisonnaments
mathZmatiques. A la suite de Viviane Durand-Guerrier (Durand-Guerrier Arsac, 20(B) quia
27 lapremisre” faire appel ~ la dZdudion naturdle pourZudier dansun butdidactiquela
dZmondration methZmatique, nousdonnas ci-dessousla formulation deCog pources regles
(Gochet Gribomond, 1990, ldttois, 1989)

1) I.U. Ingantiation Universelle
" xfx

fa
a condante indviduelle qudconquesubgituZe ~ x N
(notre commentaire : ce qui vaut pour busvaut pour nMaporte qui)

2) G.U. G/nzdisation Universelle
fa

" xfx
avec a, condante dOolgt absolument qudconquechoisie dansle dormaine (de x), c@st-"-dire
congdZ Ze uniquement du pant devue deson appatenance ~ ce dormaine
(notre commentaire : on reconndt ici la dZmongration par 4Zment gAhZrique

3) GE.G/nZalisation Existentielle
fa

I xfx
a condante qudconque
(notre commentaire : exhiber un 2Zment qui vZifie la propriaZ permet dO#i rmer 10gistence
dOa moinsun & AZment)

4) |.E. Indantiation existentielle
I xfx

fw

Attention "~ |@nterprxation de w : il s@git dOuneongante dOolgt, mais dont on
retient seulement qu@le est le nomdelOu des objets qui, par hypothese, davent, (ou dot SOi
nOya quOumbjet de ce type) vZrifier "xfx. Le plus souvent, on ne sait rien de plus, cOst-"-
dire quOorngnore |@dentitZ prZcise de cet objet. cOst pour cela quOlfaut velller © ce quele
signeintroduit (ici w) soit sans occurrences antZrieures qui prZcisZment le dZermineraient
(IGilentifieraient) de fason abusve. O
(notre commentaire : affi rmer |0ristence dOa moins un AZment qui vZifie une propriaZ
donnz permet de consdZer un & AZment)

N.B. Parmi les regles de restriction, se trouvent naturdlement le respect de |Gordre
dOntrodudion des lettres : s une indantiation existentielle se fait apres une ingantiation
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universelle, la ghZralisation existentielle devra se faire avant la gZhZralisation universelle
correspondante.

6) Etudedela regle GU (gZralisation universelle).
6.1) Quelques remarques gzhzr ales.

Cete regle, suivant laquédleil suffit de dZnontrer unepropi2Z pour un Zment quelconque
dOunmsemble pour pouvir affi rmer qu@le est vraie pourtout Zment appaa’t comme
tellement Avidente et bande quQifaut bien la modZisation pa la dZAuction returele pour que
nousla prenionsen congdZration! Du point devuedu vo@bulaire, on mrlera auss bien
dOZment Cquelcongte E, Carbitraire E, gZhZiqueE, vare meme CdonnZE". On sait quele
prindpe du raisonnement par Cexemple gZhZiqueE appaa’t sponnZment chez les A« ves
comme |OamortrZ Balacheff (1987).

La preuve par exemple gzhZique concerne doncles assertionsportant sur tousles 2Zments
dOunelasse, oO&-"-dire en mathZmatiques des propostionsuniversellement quantifi Zes. On
peut y distinguer deux aspects : lanZessitZ et lagzhZralitZ La nZcessitZ fait rAZrence au
caractere contraignant du rasonnement : Cest nZessaire ce qui ne peut stre autrement E
(Aristote, Lalande, 1926). Hle est assurZe par I0acha’ ement sansfaille du rasonnement, ce
queDuvd (loc. cit.) 2udie dOun pot devue cognttif dansle mZcanisme du Cpasde
dZdudionE et est facilement mod4isZe pa le cacul des Znonds. La anZraIltZwse gaantir
le caractere gZnZique del@xemple ZudiZ Elle peut stre assurZe de diff Zrentes manie res,
relativement indZpendantes dela nzessitZ, e dzpendantes du donaine mathZmatique
envisagZ Hle peut rZsulter smplement dQneargumentation, d@st-"-dire ne pas faire
rA&Zrence, en tout cas pas explicitement, au rasonnenent. COg la quditZ de cette
argumentation qu permettra de reconndtre unedzmongration, cOet-"-dire ure preuve
intellectudle, et non unesmple preuve empirique suivant les classificationsde N Bal acheff
(1987). Renarquonsquepaallslement, I@nseignement utilise wstzﬂathuement des
exemples Cpour fare comprendreE Lh tel exemple est Avidemment suppog avoir un
caracte re suffisamment gAhZrique snonil neserait quOuavification cansun @s
particulier, mais ce caractere gZnZiquen@pas” otre argument” car le butn@st pasde
dZmontrer, et le caractere gZnZiqueest ~ admettre pa les A« ves sur la base del@utoritZ de
|Oasignant.

6.2 Le casde la gbmzrie.

Au tZmoignage de Produs confortZ par les travaux dOhstoriens comme Mudler (1981)ou
Netz (1999),il est clair quepour Euclide, la dZmongration gZomzrique consste dans|0#ide
dOurexemple gZhthue(pourpIusde dzails, cf Netz, loc.cit. et Arsac, 1999). DOpres Netz,
le caracte re gZhZriquede la dZmondration menZe sur ure figure Aait assurZ pa la possibilitZ
de la rZpzer ~ volontZ pour toute autre figure propoge. Herbrand Znone la meme idZe de
fason tout ~ fait gZnZae: CEquand nous disons quOurthZoreme est vrai pour tout X, Nous
voulonsdire que pour chague x indvidudlement il est possible de rZpZer sa dZmongration,
qui peut stre consdZZe seulement comme un pratotype de chague preuve individuelle E (citZ
pa Longo 2009). Ceci rend bien compte du plan des dZmondrations dOEclide: Tout
dOhord, Euclide Znorce le thZorrme ~ dZmontrer, danstoute sa gZhZralitZ, sansintroduire de
lettres, cOet ce queProdus appdle Cprotasis E, par exemple:

* Lorsque lagZanZrie decriptive Zeit erseignZe et que |Oa se posait e problsme dela construction de |Oitersection de
deuwx surfaces, on vZrifiait toujours que |Oa Ztit capable de construire un Cpoint courant Ede |Ontersedion, cequi signifiait
un point absolumert quelconque, sars aucune patticu aritZ facilitant sa construction.
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CS deux angles dQunr'tangIe sont 2gaux entre eux, les c™7s qui soustendant les angles
Zgaux frontauss Zgaux entre eux. E

Vient enauite IQCesthesis E; on  donneun triangle ghZiqueet on dfirme que 10a va
dZmontrer le rZsultat dans ce cas paticulier :

CSoit le triangle ABC ayant|Oage sousABC Zyd ~ I@ngle sousACB. k dis quele c™Z AB
est Zgd au c™MIAC. E

Ensauite seulement vient la dZmongration.

Cette question de la gZnZaitZ dans les dZmongrations gZzomAriques est rZglZe depuis s
longemps qu@le nOst plus abord£ explicitement par les mathZmaticiens Mais revenons”
la classe du vingt-et-unieme siecle. Lorsque |Oaseignant insiste aupres des 4+ ves pourquQs
dessinent persZnent un triange qudconque c@st-"-dire ni isocrle, ni rectangle, il essaie
dOolenir qus tracent unefigure gzhZiqueen ce sens quOorme risque pas doylre dOatres
propritzZs que celles pogulZes dans les hypoteses du probkme. AudZ Cette pchautlon at-
elle un statut thZorique? A priori non: on peut parfaitement dZmontrer que les mZdiatrices
dOunrtangle sont concourantes en Dppwyant sur unefigurequ perceptivement reprZsente un
triangle isoc*le, pourvu quOormOutlse pas le fait que deux c™Zs ou deux angles du triangle
sont Zgaux. Ceci judifierait que |Ooreffirme, comme parfois, que la figure n@ aucun r™g
dans le caractere de nZessitZ de la dZmondration: ele aurat seulement |OtilitZ dOun
changament de registre permettant de mettre en valeur visudlement les hypaheses, de
dZceler, par un travail propre * son registre, les ZhorcZs ~ faire intervenir dans la
dZmondration. Quant ~ 1Ondstance de I@nseignant sur les figures ghZiques, ele nOarat
quOurIT'VHz pZdagogique : Aviter delire sur le dessin des propritZs parasites, montrer quela
dZmondration dot «tre dans unecertaine mesure indzendante du desin.

En fait, cette postion est illusoire car, comme nouslOgonsvZifi Z sur I@xemple tres smple
dela somme des angles dOurrtangle, la tre s grande mgjoritZ des dZmondrations
gZomzriques font appel = des propridZs lues sur la figureet quOon nsaurait dZmontrer sans
sortir du adre de la gzomarie traditionrelle (cf Arsac, 1998). \bici un aitre exemple plus
simple e plusgzhzal : congdZonsun triangle ABC rectangle en A et la hauteur issue de A
qui coupe(BC) en H. Pluseurs dZnongrations 2Zmentaires du thZoreme de Pythagore, ans
quela dZnongration dOtclide elle-meme, utilisent le fait que H est entre B & C, qu pemet
par exemple d@&rire que:

aire (ABC)=aire(ABH)+aire(ACH), ou ben queBC=BH+HC.

A
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Si 100n vet quele rZsultat de ces dZmondrationsait un aractsre de nZessitZ, il faut doncen
particulier que H soit nZessairement entre B et C. S I0onenorce” se placer dansun adre
de gZomZArie affi ne, o« le prodsme, moyennant le choix dOunyste me dOxzes devient un
probk me algzbrique ce caracte re de nZessitZ peut «tre Zabli de deux manieres.

- On peut e placer dansun cdre axiomatique Ccomplet E,comme celui dZini pa
Hilbert (1899), on diposera aors dOunadre thZorique danslequd on poura
dZmontrer que H est entre B e C pa un rasonnenent dZdudif ne renvoyant en
aucunemanisre "~ lalecture delafigure (cf Arsac 1998).

- Maisen ghza, commele faisait Eudidelui-meme, on utlise cette propiAZ sans
|Odoncer. Canme le dit Netz (1999, p. 35dans son mmmentaire des
dZmongrationsdOHdide: CLes propriAZs quela perception extrait du
diagramme forment un Susensemble vrai des propriiZs rZelles del'obijet
mathZmatique E. Dansce cas, § |0on pasexplicitement la question dela vZitZ de
cette affi rmation, la rZpons spontnze est quecOst Avident. Il SOgit maintenant
dOmdyser cette Asidence.

Afin dO&rter toute Zguivoquedans|@ude de cette question, mppdonsquiest dassique
depuis Platon dedistingue la figure tracZe sur le papier (ou Kicran) qué est naturel de
dngner comme un cessin, delOolt gzomzrique Cabdrait E sir lequd potte en fait la
dZmondration. Alors, le probkme porte bien sur le dessin : comme personnenOgamais
vraiment contemplZ |Oolst idZal platonicien, det bien sur le dessin, quien est son
reprZsentant, toutimparfait soit-il, quese fait la congatation du fat queH est entre B et C.
COs doncle dessin quidoit avoir un @ractere gzhZriqueet atester delanZessitZdu fat
queH est entre B et C. Autrement dit, il faut quedanstout dessin H soit entre B et C, & meme
quOon pese &ffi rmer que tout dessin contradictoire est faux. Mais comment sOa assurer ?
Nousempruntrons™ N. Roude (1989)la formule suivante, concernant ce qu0|appelle la
Cpensze machmathuelmmZdlate E ou bs jugements CdOuneeuIevenueE & qui recouvre
en paticulier ce quenouscaractZrisZ comme des Avidences lues sur le dessin.

CUne doubk condition ssmble nZcessaire et suffisante pour quOwpropostion it vZcue
comme Avidente, ~ savoir

a) QuOonrediscerne ™ vuelarzalisation suir un @s paticulier ;

b) quela pensze Dagage sans accroc dans |Qnagination de tousles cas paticuliers. E
(Roude 1989, p. 14).

Bien gir, les remarques de Rowche congituent plus unedescription dOun @norre neqquN)une
explication, et nouslaissonsla question aiverte sans savoir dequel damaine dela pensZe et
delarecherchedle releve.

La dZnondration gZomArique usudle utilise doncdes condatationssur le dessin gu ne
peuvent «tre incorpors dans le dZouement du rasonnement que parce quOies prZsentent
un caractere de nZessitZ et ce caractere de nZessitZ renvoie ™ une certitude sur le caractsre
gZhZiquede ces congdats graphiques. Serfati (1999, p. 151)ance IOhypdt se quecOst
|OrpAience du @ractere invariant deces condatationssur le dessin quia amenZchez les
mathZmaticiens grecs |@dZe dOun dlet abstrait dontles diffZrents dessins ne seraient quedes
CreprZsentationsconcretes contingentes E et doncfinalement ure Cconception platonicienne
forte des mathZmatiques E. Ce condatationssur le dessin, fond£s sur la familiaritZ avec le
dessin gdbmarique condituent un gock dO¥idences qui sontune partie implicite de ce que
|Gon ppdle souvent dansIOaseignement la bo'te ~ outils.
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La dZmnongration gZomZtrlque classiquene peut doncetre consdZAZe comme un
enchanement dQifZrences quOondition quecertaines de ces infZrences soient du type COn
voit sur le dessin queD e E sont de part et dOatre de A E. Bien s7r, ce type d@nfZrences oe
ClOHoncZtiersE est lu aur le dessin nOgt pas explicitZen ghzZral.

La conviction ducaractsre g/hZrique des condatationssur le dessin peut «tre renforcZe par
IOmpI0| dOundgicid degZomZtrle dyremique maisil reste toyoursle probkme dela
sZparation entre ce qu®d est | Zgitime delire sur le dessin & ce qu@ nOst pas I Zgitime dOyike,
la condusion en paticulier (pour unetude plusdzaillZe, cf Arsac 1999). Ceprobkme releve
"~ lafois delatrangpostion & du ontrat didactique.

Par ces dernieres remarquies, liZes~ la prise en compte du probt me dela gzhzaitZ, 10adyse
ci-dessus diffs re decelle de Duvd. Mais cette diffZrence porte sur la dimenson
ZpistZmologique de I0aalyse sans remettre nZessai rement en cause son aspect didactique
CECi pour ceux rasons:

- toutdObord, @nadyse deDuvd se stue” un niveau oe 100N @ut supposr que
|Opprentissage des Avidences graphiques ou des Cjugements dOuneeule venueE,
est d4” rZalisZ Nos remargues soulignent smplement quecet apprentissage
prZaI able doit «tre acquis pour que@nayse cognitive de Duva s(applque

- DOatre pat, personnenesonge(ou re songeplus?) ” enseigne ure gbmarie sur
unebase axiomatiquerigourause, ~ la Hilbert, ce qu nOtéit dOileurs pas le projet
de Hilbert lui-meme, lequel sOtiache ” (;IOadyse dendreintuition delOgpace E.
Cette andyse congste pourlui ™ dZcouvrir, en paticulier, les relationslogiques
entre les diverse ZnonZs glbmaAriques vrais, y compris ceux congdzrZs aors
comme Avidents, mais le butn@st pas dGiventer unenouelle fason defaire ou
dOesigne la glbmzrie plane (Arsac, 198)

NousavonsmentionnZle fait quelOon dtingueparfois dans unedZmondration gZomzrique
diffZrents cas defigure. On peut remarquer quecette distinction entre deux outrois cas et son
caractere exhaudif ne sonten gZnal fondz quesur des Avidences grephiques. LorsquOon
admet, souvent implicitement et toujourssans argumentation explicite, quOmOy mLOunezuI
cas defigure ce qui prZede mortre quel@n admet en fait quele dessin quelOon &racZaun
caractere gZnZique!

Cegenre dequestion n@st pas é abordZen didectique sansdout parce quéﬁﬁectivement on
sait depuis IongempsqueladZnonstratlon gZ)erlquedassqueassurela ghzZalitZdece
quOkke dZmontre, ce qui revient” larZduire au ul aspect de la nZcessitZ Ce escamotage du
probkme de la gZnZalitZ est nZcessaire s 100n vt Aviter les redoutables probkmes dus™ la
lecture sur le dessin decertainesinformationsn?ce%i res” ladZnondration. Cependant la
prise de consience du fat quec®st le dessin, & non Dolgt glomzriqueabdrait, qu doit
avoir un @ractere gZnZique ales avantages suivants :

- ellemontre que I00n gut faire dela gzlomzrie, sansrZsoudee le prodeme
philosophiquedu gatut delOolgt glomArique (Arsac, 1999, p 363 & 38587),
quechacun peut rZsoudre” sa maniere sans quecelainflue sur la praiquede la
dZmondration gdmArique.

- Elle rappdle |Oaracinement de la gZomArie dans la perception, et souligne, du
point devue pZdagogique la continuitZ entre la familiarisation avec le dessin
gZomzriquequi remonte ~ 10Zole primaire et la dZnondration gZomArique. Elle
fait le lien entre le point de vuede Rowche et celui de Duval.
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En ce qui concerne la dZnondration elle-me me, nouspouvonstirer les conclugonssuivantes
de cette breve Zude: en gbmdrie, le probleme de la gZnZalitZ nOs pas soulevZ, la
dZmondration uilise des prnisses lues sur le dessin, meis pratiquement toujoursde fason
implicite. Aing ce qui reste visible, cOst un rasonnenent dluctif, essentiellement en langue
naurdle, ce quiexplique quel@xemple de la dZnondration gdmariquesoit privilZgiZ pour
son gpaente trangparence logique

Une derniere remarque concernece que |®n paut appder la Cfigure compIZtZe E, dést-"-dire
dmslaqudleontZtZaoutZ&s Iaflgure|n|t|aletout$Iesconstructlonancres la
dZmondration ; autrement dit, c@st la figure complZtZe par les introductionsdOolats
nZcessaires” la dZmonstration. Aussi bien pour ks Grecs quepour Hlbert, cette figure
complZZe peut «tre consdZZe ~ dle seule comme la dZnondration. Cei souligne ™ nouveau
le r™a fondamental des introductionsdOofets et le fait quela dZmondration nese rZduit pas
dOhord, pour és mathZmaticiens, ~ un exchanement logique

6.3 Le casdu calcul littZral : Cil nOy gas de dZmonstr ation en algsbre E.

Cette phrase, pronon&e par un historien des mathZmatiques, est reprodute ici ~ titre de
provoationE

PrZcisonsici quenousentendonsle mot algebreen son ens AZmentaire traditionrel, -
pratiquement synonyme decalcul littZral. Afin dOludrer le doubk aspect de nZcessitZ et de
ghzditZ vaci deux d4anondrationsdOunnbnZ dOathmaique (Garuti et al, 198).

Enonc: la omme de deux entiers impairs consZcutifs est un nultiple de 4.
Premiere dZmongration, gr un Zeve decinquieme:

CJe fais qudques essais : 3+5=8, 1+3=4,5+7=12; je vois queje peux Zrire ces additionsde
la maniere suivante : 3+5=3+1+5-1=4+4=8 (dememe pour ks autres). COs la meme chose
quedOdditionne le nornbre par intermZdiaire ™ lui-meme, & le doutbe dOun nolwe par est
toujoursun nultiple de 4. E

Deuxie me dZmondration, @r un 4sve deseconde:

CJe peux Zrire deux nanbres impairs consZcutifs souslaforme 2k +1 et 2k + 3 ang je
trouve:

Ck+D)+(2k+3) =2k +1+2k+3=4k+4=4(k+1)
Le nonmbre oltenuest un nultiple de4. E

Examinons ces deux dZmondrations: dans la premiere, IOBve, apres une vzification sur
trois exemples, montre en se concentrant sur le premier, 3+5=8, que IOorpeut prZsenter le
calcul de maniere ~ ce qu@® ait une valeur gZnZale en introdusant le nombre par
CintermZdiaire E entre deux impairs consZcutifs. Remarquons que cette argumentation de
g/hzalitZ est tout” fait explicite et particuliere au probkme consd4Z Elle correspondtout
fait ~ la dZinition deBdacheff de |Oremple ghZique:
CLOremple gAhZique condste en |Ogplication des raisons de la validitZ dOune
assertion par larZaisation dOopitionsou de tranormations sur un objet prZsent, non
pour lui-meme, mais en tant que reprZsentant caractZristiquedOunelasse. E (Balachef
1987)
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Dansla deuxieme, IR ve traite directement un Ccas gzhZal E gbee ™ lanaation littZrale,
cOet I0mploi de cette notation, dontiGoiine remonte ™ Viete, au seizieme si=cle, qui assure
la ghZalitZ: lalettre k reprZsente un nonbre entier queconque dort le calcul est g/nzal,
mais comme cette argumentation, contrairement ™ la premiere, n@st pasliZe” un pobleme
paticulier, et qu@le est connte comme dassique dle nOst pas reprodulte, il nOyadoncpas
dOmyumentation explicite deanZfahtZ Cette question dela g/nZaitZ nOpperaT
explicitement dansla classe quOax dbuts de|Opprentissage ducalcul littZral, quand
|Oasignant y fait dluson en rappdant Ctraitez un @s gzhZal, calculez avec des lettres! E

Quant " lanZcessitZ, dle n(appara’t pas” premisre vue dans aucunedes deux d4nongrations
La deuxie me par exemple se rZduit gppaemment” un acul. C@st quele calcul nOs autre
quOun fsonnement automatisZ S 1Oon volait mettre en Avidence ce raisonnement, il faudrat
revenir aux judificationsdu @lcul, en commeneant par Zcrire en dAail :

(2k+1) +(2k +3) = (2k +1) + (3+ 2k) =2k + (1+ (3+ 2k)) = 2k + (1 +3) + 2k) = 2k +(4+ 2K) =
2k+(2k +4)=(2k+ 2k) + 4=(2+ 2k +4 =4k + 4= 4k +4.1= 4k + 1).

On pourrat enduite judifier chaqueZgditZ en dtant les propriiZs (assodativitZ, distributivitZ,
commutativit?) auxqueles on afait appd. Cdles-ci jouant le r'¥e dOZorcZs tiers et
permettent de retrouver, ~ condition dedZailler assez, la structure hebitudle dOun
raisonnement pa enchanement de pas dedZdudion. Ben r, pasonnene fait cela, car le but
des regles decalcul est prZcisZment d@viter dOweoir ™ le faire. Ceci peut aboutir = ure Cperte
de sensE Oe-"-dire quOTorce de faire des calculs on finit par oublier quQs reprZsentent en
fait des raisonnements.

En rAumZ, dans ces deux dZnondrations la nZessitZ est assurZe par I0uage des regles de
calcul, lagZnZalitZ est assurZe dansle premier cas par uneargumentation explicite
paticuliere, dansle deuxis me par le recours ™ unemzhode, la notation littZrale,
universellement admise en mathZmatiques, et qui nOs dorc plus argumentZe. Aing
sOgpliquequedansla deuxieme dZnondration, quia la forme la plus courante, aussi bien la
nZcessitZ que la gz ZralitZ soient apparemment absentes. De ™ provient IGiZ CquQi nOy
a pas de dZmonstr ation en algebre E. Hfectivement, les rouiines dela nottion littZale et
du alcul dgbrique font dispara’tre toute intervention explicite dela logique, contrairement
la gomarie. Plus gzhZaement, dansunedZmongration cmmplexe, les paties qui
comportent du @lcul sont celles o toute mention explicite dela logquedispara’.

Revenonssur cet exemple : nousavonsdit un peu rgpidement que dansla dZmondration
classiquedecalcul littZral, toute aluson explicite aux ZnondZs tiers qui justifient le calcul est
supprimZe. En rZditZ, il n@n est pas ains lorsqueces regles sont encore en cours
dOpprentissage: dorsle professeur en exigeralamention explicite. Il pourrapar exemple
trouve un pel Crapide EIOgditZ (2k + 1) + (2k + 3) = 4k + 4 et exiger un @mmentaire. On
reconndt |I” e fonctionrement du @ntrat didactiqueet latrandormation progessive du
Cnouveu E &1 Canden E quinOs plus objet dOpprentissage La disparition gppaente du
raisonnement est dansce cas un sgnedOn bon g@prentissageE

Une remarque essentielle est la suivante : e fait de savoir choisir unZZment quelconqueen
gZomzrie n@pprend pas pour attant ™ savoir le faire en Calgebre E. Rus savamment,
|Outisation de GU en dgebre e en gdm2Arie est fondamentalement diff Zrente, et fait appd
des symbolismes, figuredansun s, nottion littZae dans|@utre, bien dstinds, le
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deuxieme, dZouvet des Secles apres le premier, est bien ure invention mathZmatique.
DOatre part, ure Zudehistoriquemortrerait sansdout que les lois del@lgebre ontAZ
CdZouvetes E en quéque sorte expZimentalement et non pa comme application de regles
delalogque

6.4) DonnZe ou hypothese (" nouveau) ?

Du fait quela dZmondration dOun @onc universel se fait en consdZant un ZZment
ghzique elle commence par la Cdonn2 E dOuret AZment. Ainsg, pour dmontrer quedans
tout triangle |es mZdianes sont conaourantes, on @mmence par la CdonrZe E dOurriangle
qudconque ce qu expliquequisoit plusnaurd de paler dedonriZe quedOhypibe se.
Parfois, IOHoNc duthZore me prigureet met d4~ en place cette mAhodede dZmongration :
Csoit f unefondion mntinuesur un £gment [a,b], alorsf est minorZe et majorZe sur [a,b] E.
L a dZnondration commencera par Csoit donn£ unefondion f continue sur un ggment

[a,b] E; ladonnz decette fondion mntinuetient lieu dOhypbese, laconduson restant
Calorsf est mgjorZe et minorZe sur [a,b] E Quant ™ I0doncZ complet quantifiZ, il serait
Cquds quesoient les nonbres rZelsa et b, et lafonctionf, § a<b et s f est continuesur [a,h],
elle est mgjorZ et minor£ sur [a,b] E. Céte formelourde danslaqudle on dstingue et
quantifie les donn&s a, b, fet IOhypdis se (lafondion f est continue), est rarement explicitZe.
De meme, IOHoncZ dassiquedu hZoreme des accroissements finis dissmule Zgalement une
quantification universelle implicite. En dgebre, comme on vient de le vair, cOgt lanotation
littZrale qui permet detravailler sur un nanbre qudconque; par exemple, pour dZnontrer que
Cpour busrZelsa et b, ona (a+b)’=a’+2ab+b® E, on ommencera pa Csoit deux Zelsa et
b E, & goutant Azentuellement Cqudconques E. Ladonn2 est ici celle dea et b.

Aind, ladZmondration dOu#non universel commence par uneintrodudion dOokj, mais
qui est en quéque sorte automatique pourle mathZmaticien suffisamment expZrimentZ, et
doncdistincte delOntroduction dOokgs qui, comme la parallsle ~ 1a base dansle cas dela
preuvereative ~ la somme des angles reprZsentent Cles idZes E quifont tout marcher. Mais
bien entendu, ®mme les A«ves nesont pas en ghZal des mathZmaticiens expZrimentzs, il y
aici matiere” apprentissage, tout au moins” partir du nroment o une pat suffisante
dGiitiative leur est laissZe. De plus, danscertains cas, cette introduction dOglet gZnZriqueest
moins Avidente. ConsdZonspa exemple |0donZ ClOasemble des nomrbres premiers est
infini E. Du point de vuedOun athZmaticien contemporan, on pet introdure ladonnz
Censemble des nombres naurds premiersE, @ qui nOiéit pas concevable pour un
mathZmaticien gree car il Dgit dOunresemble donton va montrer quQiest Cactudlement E
infini. Pratiquement, on revient” I@quivalence Cinfini=non ini E ¢ on dZnortre en fait :
qud quesoit IOasemble fini denonbres naturds quelOon anddere, il ne cortient pas tous
les nombres premiers. Alorsla donre est celle dOunresemble fini denaturds n,,n,,...,n

Apres |Gitrodudion decet objet vient celle delOolt qui reprzsente IQdZe de la
dZmondration, ke nambre nn,,..n +1. Cete d2nongration Csimple E adorc unestructure

logiqueassez complexe s on re e limite pas* 10adyse en termes dOdoncZs. En revanche,
patonsdelOdorcZd@&udide (livre IX, prop 20) quivite [Onfini :

p

CLes nonbres premiers sont plus nombreux quetoute multitudede norrbres premiers
propoge. E

Ici, IOntrodudion dela multitude Cpropoge En,, n,,...,n, sOnpose comme la donr’e de

dzbgrt. Mais on pourrérouver au chapitre 1 deAigne et Zigler (1998) $x dZnondrations
diffZrentes du fat que I@nsemble des nonbres premiers est infini : pour dacunede ces



8/12/09 15 calloguium

dZmondrationsles donns changent suivant les stratZgies adopes pour roudrele
probkme. Ce lien entre le choix des hypoteses et des donn£s et celui de la stratZgie de
dZmondration renvoie ~ nouveau au concept dOur¥ cognitive (cf par ex Pedemonte 2005): la
rZdaction dela dZmongration finde nOst pas indZendante du pracessus de recherche qui I0a
pr&cZdze.

6.5 Le casde |Oaalyse : limite et continuitZ. Le casde |Oajebre linZaire

Bien quel(@sprit decet expos/ soit de montrer * partir d@xemples prztis comment fonctionne
le raisonnement dans chague domeine paticulier des mathZmatiques, _nousregroupms
andyse et alg-brelanalre lafois pour ggne du emps et parce quOon yencontre dansles
deux cas des ZhoreZs, dOulisation frAuente, o la quantification universelle est explicite, ce
qui nOg querarement le cas en gZomArie et meme en alge bre au sens 2Zmentaire o» nous
|O=onsentendu. & sont par exemple la dinition dela limite ou dela cortinuitZ e celle de
|Ondbendance linZaire :

n

" #$%.etc.  ou " # A, #,.P #v. =0% #=#,=..=# =0.
1

LorgquOon we dZnontrer unZnonc dutype pr&Zdent, on dat, comme nousvenonsdele
voir, Cse donne E un eemplaire quelconquede |Oolst universellement quantifiZ (regle GU).
Et IOb:eerlence prouwe I” aussi quecette donnz dOun _obf qudconquene va pas desoi,
meme s cOst unepratiqued” expZrimentZe en gZomZtrle et en cacul littZral : le contexte
changetout. Mais laissonsla parole ™ un epert : il SOgit dOuudiant marocain en deuxie me
annz dOuniersitZ interviewZ par Hamid Behg (1999) brs dOuneecherche sur
|Oasignanent et IOpprentissage ™ long erme delObyebrelinZire. A unequestion sur les
dZmondrationsimportantes ~ donrer dansun @ursdOlgebre linZaire, il rZpond:

CSurtouten ce qu concernelafamille libre et la base. La famille libre, est comme une
petite dZmarche pour k famille gZnZatrice, cOd-"-dire Zcrire un 2Zment sousforme
dOuneombinaison linZaire decette famille gzhZatrice. Cen@st pas forcZment ure
Zeriture unique. Par exemple, IO#idiant qui voit Cqud quesoit |OFZment appartenant ”
E E, pour & famille qui est consdZrZe, il va croire quOoneut prendreuneautre famille.
Il faut chercher ~ le convancre, gue lanoion @n prend quéquechos de qudcongeO
cOd en mr me temps qudquechoge defixZ Conme par exemple, en analyse, on dt,
Qpour un ertain x fixZQ il y a ceux qu comprennent que x fixZ est unx donnZet bien
dZini, ils nemettent pas en relation x fixZet x queconqe E.

Ici |O#idiant fait le rgpportentre des raisonnements en andyse et en dgebre et lafin deson
intervention nontre quOlablen compris la dZmondration pa AZment gZ12r|quequ utilise un
Cx fixZE quipour keaucoup dGiddiants ne peut pas stre Cquelconqie E pusunhest fixZ Il
y aici ure diffi cultZ liZe au fait quele raisonnement mathZmatique amene ™ mettre en rdation
CqudconqueE, CZant donnZE Cquel que soit E etcE, ¢ e qui nOg pas Avident dans le
langage courant : il nOy gas congrience entre le vocabulaire et la pratique du rasonnement.

En andyse, la difficultZ de comprzhension et demise en | uvre du caractere gzhZique de
est bien pa«ue par les auteurs de manuds, ce qui donnelieu” unegrande crzativitZ
didactique” IOocasion delaqudle on vdt surgir unemise en eneandogwe "~ celledela
logiquedialogique : celui qui propog la dZmondration (le proposint) affronte un ogosant
qui fixe “. Le fait qug quevulaforme du Zsultat find ~ obtenir, |f(x)" [| <#, le dZi
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condste en omme " rZaliser cetteinZyditZmeme s ~ est tres petit, donnét lieu auparavant ”
laformule traditionrelle C~ aussi petit quOn veut E quifait penser au rasonnement par
Cexpdience crudale E de Baacheff (1987).

L GilZe de IGppd ~ un interlocuteur imaginaire pour justifier des regles de manipulation des
variables dansun mntexte andogue nOst pas nouvele. Voici l@rticle exhaugion dz”
dOAembert, dansla grande EncyclopAie.

EXHAUSTION, s. f. terme de MathZmatiques. La mzAhode d'exhaugdion est une
maniere de prouver 1'’ZgditZ de deux grandeurs, en faisant voir queleur diff Zrence est
plus petite quaucune grandeur assignable ; & en employant, pour le dZmontrer, la
rZdudion” 'absurde

Ce n'est pouriant pas parce que I'on y rZduit ~ I'absurde que I'on a donnZ” cette
mzhodele nom de m&hoded'exhaudion : mais comme I'on Sen sert pour dZmontrer
quil existe un rapport d'ZgditZ entre deux grandeurs, lorsquon ne peut pas le prouver
directement, on se restraint ~ faire voir quen suppognt I'une plus grande ou plus petite
quel'autre, on tombe dans une absurditZ Zvidente : afin d'y parvenir, on permet ~ ceux
qui nient I'ZgalitZ suppoge, de dZerminer ure diffZrence = volontZ ; & on leur
dZmontre que la diffZrence qui existeroit entre ces grandeurs (en cas quil y en ezt)
seroit plus petite que la diffZrence assign. (Encyclopdiie, aticle exhaugion).

Au ddut du vingtieme Secle, on rérouvela meme idZe chez Hardy (1908):

DZin

ition 4:

If, when any postive number 6, however small, is assigned, we can choo® Y, (/) so
that, for all values of y different from zero but numerically less than or equd to y,(! ),
!I'(y) differs from | by lessthan !, then we can say that ! (y) tendsto thelimit | asy
tendsto O, and write lim,, ,“(y) =1. (Hardy, 1908, p. 175).

En voici ure version contemporane :

Dans

DZinition. Sit u unesuite rZdle. Soit | un rZ&l. On dit queu admet | pour imite si,pour
tout / de R ,il existe un naurd N tel que,que que soit le naurd n, s n>N, aors
hu<”.

[E] De fason imagZe, il faut consdZrer CquOorc nousimpose un certain !, sans
bienvellance particuliere, et que nousnOwons aucun droit sur cet ! ; il faut nousen
accommodae et trouver un entier N qui lui convienne (Haug, 2000, p. 79

Un autre type de commentaire est le suivant :

La dZmongration du fait quef(x) a pourlimite un nombre connul quand x tend vers a
poe un probkme dOristence comportant une donn£ ! (nombre postif) et une
inconnue! (nonbre postif). (Cagnac, 1963 p. 69).

la suite de cet ouvrage, |0ateur indste beaucoup sur le changament de statut des lettres

quand IOdonZ en Ve, An...est une hypohese, cOd-"-dire est consdZZ comme vrai. Dans ce
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cas en effet, on peut Cchoisir E ! : ce nOg plusunedonnz, et * nOg plus uneinconnue
Cete indstance est assez exceptionndle: en dehors de cette rAZrence nous n@vons pas
rencontrZ d@utre manud soulignant ce fait. Or comme dans beaucoup de dZmondrations sur
les limites, |Ohypdtese et la concluson prZsentent une grande similitude formelle, il y al”
une diffi cultZ d@pprentissage Avidente liZe ~ la confuson entre la forme dOur¥noncZ et son
statut logique que Duvd (1991) a bien identifiZe en gzomzrie. Toutefois, en gomArie,
|O#ide de Duvd montre que le probkme se pos au niveau des Znoncss, mais pas
spZialement ~ celui des variables.

Condusions sur |0adyse: le caractere gzhzZique de ! semble prZsenter ure diffi cultZ
paticuliere, dont tZmoigne |@nsgstance de nombreuses dZinitions sur cet aspect. LOppd au
dialogueavec un adversaire incrZdule, qui est frZquent, fait songer aux logiques dialogiques.
Le fait que dansun ZnoncZen " #$%.., * CdZend Ede ! est soulignZ dans de nombreuses
dZinitions Nousy revenonsau paagraphe suivant.

En revanche, le changement de statut des |ettres suivant quela dZinition de la limite (ou de
|Onddendance linZire) figure en hypothese ou en conduson est peu abordZ Cette grose
diffi cultZ fait de fason surprenante |Objet de beaucoup moins de commentaires que la
pr&cZdente.

7) La Gregle de dZpendance E. Quelques faits de la confr ontation des mathZmaticiens
aux raisonnements en (#) " 10ocason du phZnomene de conver gence unifor me.

NousappdonsCregle de dZpendance E le fait que dansun Znonen Ve, In..., © CddendE
de ! . Cette regle qui est soulign£ dans de nombreuses dZinitionsrelatives aux limites joue
un grand r™g en analyse depuis le dix-neuvieme siecle o son oubli a A7~ la source de
nombreuses erreurs

7.1) Remarques pr Ziminaires.

Plusieurs remarques sOinposent :

- toutdOhord, k fait quedansun Aond du type Cqud que soit X, il existe Y E,
affi rmZ comme vrai, QY dZend deX E, & un £nsdOileurs courant dumot
CdZdendreE, est uneZridence en déhorsdu mntexte mathZmatique: s chaque
homme aun nan, le nom dzend de IOhmme.

- Du point devuedela modAisation logigue, cette regle se rZduit ™ desregles
purement syntaxiques sur les nons ” attribuer aux vaiables; NousavonsdZ”
ZudiZ (Durand-Guerrier et Arsac, 2003 €2005) ks rZactionsdes enseignants
universitaires ™ ure erreur due ™ 10oub dela regle de dZpendance commise par un
Zudiant en topdogie gZnZale : seule une minoritZ des enseignants universitaires
interrogz adopte ce point de vue syntaxique pour prenir ce type dOeeur chez
les Zudiants.

- Letitredenarearticle de 2005, CAn epistemologca and didactic sudy ofa
specific calculusreasoning rule E pouriait conduie ” penser quecette regle
intervient seulement en andyse. Or, avec un peu derZlexion, oncondate que par
exemple, dle intervient sans cesse en gbmZzrie. Mais elle est complstement
cachze, e il ya"~ cela deux rasons: la praiquedela quantification implicite et le
recoursau dessin. La quantifi cationimplicite masquele fait que I@Gnond Ctout
segment aunmilieu E devient, unefois restituZe la quantification : CQués que
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soient A et B, distinds, il existe un pont | dela droite (AB) tel quelA=IB E ¢
quQiy aplus gzhZralement en gZomArie, tout comme en andyse, des quantitZs
dOionds du type Cqud que soit X, il existe Y E. Le recoursau dessin fait que
personnenedout que le milieu dpendedu sgment consdZrZ car c@st
graphiquement Asident.

- Leserreursauxquelles adonndieu I@pplication e cette regle, ont suffisamment
frappZles mathZmaticiens pour qu®s inventent unenatation indiciZe comme par
exemple 1. pour eprimer cette dZpendance. On en avu d-dessusun exemple
avec laddinition e lalimite par Hardy. L Otfaire semble doncassez importante
pour quOomI consacre unenatation Ziale dOdleurs abusve en ce sensquQine
sOgit pas dOundzpendance fondionnéle. La plupat des universitaires pensent
quecette notation est importante pour Xiter les erreurs mais ceci est contestable
(Durand-Guerrier e Arsac, loccitati)

- DesquOundZmondration est un peu complexe, ce qui n@ait pas le cas de
|Oremple chaisi avec le thZore me des accroissements finis gzhZralisZs, toutes nos
observations ains que |IO#ide historiquemontrent que ce nOst pas en g/nZal
|Oadyse du rmisonnement qui condut ~ dZceler uneerreur mais un Lup-on gobd
sur le rZsultat dZmonirZ, essentiellement |@xistence dOunartre-exemple.

Afin dOpprofondr cette question, remarquonsquOon pe trouve en gZomArie des situations
danslesqudles, comme pour k thZore me des accroissements finis gzhZralisZs, on &
applique deux fois de suite un mme ZnoncZ en Cquel quesoit X, il existe Y E, @mme celui
affi rmant |Ogistence du nilieu dOunegment. Suppo®nspa exemple quenousvouions
dZmontrer quelque proprizZ dela droite qui joint les milieux de deux c™7s dOunrtangle. La
donnz# seracelle dOunrtangle ABC e du point devue de la structure logigue du
raisonnament, noussommes devant la meme situaion quepourla dZnondration fausse du
thZoreme des accroissements finis gzhZralisZ AzudiZe au 4 pusquQisOgit dOppliquer deux
fois le thZoreme relatif ~ 10gistence du milieu. L&@rreur andogue condsterait ici ~ gppder |
lafoislemilieu de[AB] et celui de [AC], e bien <r, pesonnene lacommet ! Mais
pourquoi? Tout smplement parce quOopeut condater IQuage implicite et unversel dela
regle suivante en gdbmArie : s deux pdnts sont distincts sur lafigure, on dot leur atribue
des noms diffZrents. Ici on les appellera par exemple, suivant [Ouage courant, CO&BO. Cite
regle suffiten ghzal ~ assurer le respect des regles syntaxiques sur |Ouage des variables, dle
Zimine donccompletement dela gamZtrle les probk mes demanipulation des variables s
importants en andyse. Elle est tellement Asidente quOonaut |Otiliser en toute innoence en
nOygant absolument pas consience quOofeit un gpel au dessin.

Aing, le contexte gZomZtrlque e plusprZisZment la prZsenoe du dessin rend laregle de
deendanoe 3 Aridente quOiée nOst me me pas explicitZe. Bien qudmlnterwenneautant
qude andyse, elle dispara’t tout comme le modusponesdans e calcul dgzbrique. Il y a
bien unemanipulation des variables en gZomArie comme en andyse, mais le contexte la rend
ZAvidente, invisible. La gZzomZrie est une cachottiere qui, ~ |Oade du recoursau dessin, ne
laisse para'tre quele raisonnament dZdudif ! NouspouvonssynthZiser ce qui pr&ede sousla
forme suivante :

a) lafigure est un registre danslequd sonttraduites les ZAapes dela dZnondration @ dans
lequd le fait quequand on hiange X, Y changeauss, est en gZnZa uneZvidence graphique
b) en gbmArie, Y est en ghZral fonction de X, et plus prZisZment congructible au sens
gZomArique” partir de X, ce qu montre bien la dZpendance.
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c) Tres souvent, cette dzbendance fondionndle setraduit par des notationssystZmatiques, de
fason fortvariZe: s ABC & AOBOCEAnsdeux trianges, leurs orthocentres seront notZes H et
HO. Bnsun mrme triangle ABC, les milieux des c™Zs pourrontetre notZs AO (rilieu deBC),
BO, CO ou |,K, & avant deconsdZer ladroite (BOCO), mennenOntroduit IGnoncZ tiers
Cpar deux ponts distincts il passe unedrate e uneseule E, quiimposerait devzifier queBO
et COentdistincts: tout ceci est lu sur ledessin.

A contrario, le probkme de la dZpendance se posera plus probalement dans des contextes oe
uneou pluseursdes conditionssuivantes sont rAinies :

a0) Ohsence dOun wistre danslequd on peut lire la dZpendance.

bO) undzendance non forctionrelle deY pa rapport™ X.

cO) Ohsence dOunaaation rgppdant ladZpendance, quQée soit fonctionndle ounon.

d®) e manipulation des variables netenant pas compte des regles dQigandation.

Ces conditionscongituent seulement une premisre tentative de caractZrisation des contextes
o+ | Opplication dela dZpendance peut «tre probmatique. Dans IOt actuel dendre travail,
nous ne pouvonspas dire 9 dles sont exhaudives. On trouvera dans Durand-Guerier et
Arsac, (2005) un gemple en algebre linZaire, o ces condtionssont remplies et oe
effectivement |@rreur appaa’t presqud coup gr.

Une fois de plus Od la nature du contexte mathZmatique, y compris le registre symbolique
quQiutilise, figures pour b gomarie, naationsen analyse, caractere fondionnd ounon, qui
modifie completement les condtionsde fondionnament de lalogigue.

7.2) Le probleme historique de la conver gence unifor me.

La question ce laconvergence uriforme appaa’t historiquement sousla forme suivante : Zant
donnZunestrie de fondionscontinues smplement convergente sur un ntervalle de R, la
somme de cette srie est-elle Zgdement continue? Au dzbut du dix-neuvieme siecle, la
rZponse appafat a priori postive compte tenu du Gprincipe decontinutZE dz* Lebniz. Ce
principe, ~ vra diretreslarge pwsqu(JlsOplequeZgal ement” la philosophie et aux
mathZmatiques est traduit par exemple pa IOEilsthoIogueanglasWhaNell delafason
suivante : Cce quiest vra jusquOlalimite est vrai ~ lalimite. E (Lakatos 1976, p128, ou p.
166 dansla traduction franeaise). ConfomZment ~ cela, Cauchy affi rme d®kord dinsson
coursdelOEole pdytechniqueque la eron$est postive (Cauchy, 1821, p. 131132). H,
comme e remarque Seidd (1847), & premier dZouvreur du ptZnomnrene de convergence
uniforme, la dZnondration re semble pastres diffi cile en dZomposant la somme dela s#rie
en somme partielle et reste. Voici son exposZ dela d4nondration fausse de Cauchy :

CLa preuve, sur laqudle repose cette Propostion ™ 10adrdt oe elle appaad’t, consiste
essentiellement en la remarque que |Qorpeut s/parer la somme de la sZrie totale en la
somme dOumorrbre n de ses premiers termes et en celle complZmentaire de tous les
suivants. DOpres |Ohypthese de convergence de la sZrie, qud quesoit X cette derniere
somme peut «tre rendueauss petite quelOorveut en augmentant n. ; il en est de meme
delavariation qu@le subira, lorsquex est faiblement changZ ; IGicrZment de la somme
des n premiers termes diminue sans fin en me me temps quela variation de x, de toutes
fasons puisquOke est condituZe dOumonrbre fini de fondions continues de x : il
semble donc que 10onpuisse choisir n suffissmment grand et |OncrZment de x
suffisamment petit pour que les variations des 2 parties, doncauss de la sZrie totale,
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puissent «tre rendues infZrieures ~ une grandeur aussi petite que IOorveut, et donc la
continuitZ dela somme dela sZrie serait dZmontrZe [E] E

Cette dZmondration est nZcessairement fausse car, remarque Seidel, les sZries de Fourier
fournissent des exemples de sZries de fonctions corntinues (trigononriques) dontla somme
est discontinue en certains points. Notons que Ztant donnZque | @rticle de Seidel est publiZ
dans unerevue scientifique, il pense quOo mathZmaticien contemporain serait susceptible de
produre une telle dZmongration. Il ne sOgit dorc pas I dOunemise en garde envers des
dZbutants. On remarquera que dans cette rZdaction ne figurent ni ~, ni N ni aucuneinZyditZ,
ce qui est conforme ~ la praique de Cauchy. Seidel va reprendre la question en prenant
|Oopbn contraire, doncde la maniere tre s contemporaine quenousrappd onsci-dessous sans
soud de respecter les notations de Seidd et sans priser les ensembles de dZinition pour
nousconeentrer sur les probkmes de majoration.

Soit f(x)=4# u (x), il sOgit de dZmontrer la continuitZ de f en un point x,. Pour cela, on

Zcrit, en noar(;t S e R lasomme patielleet le reste dela szrie:
F()" F(%) =S,00" S, (%) + R(¥) " R,(x,), dOoe
[F00" T #[S,00" S,(%)] + R, ()] +[R, (%o)]-

La convagence dela srie entra’neen paticulier quepourtout "> 0 et toutx, il existe N tel
que pour butx, n>N" |Rn(x)|#§. Laremarque essentielle de Seidd est queN dZpend de

x (mais Seidel nQitroduit pas denottiondu type N, ou N. ) et quQipeut arriver quequand
x dZcrit I@nsemble des valeurs permises, I0asemble des valeursdeN ne soit pas majorZ ce
quQiappélelaconvegence infiniment lente. Au contraire, s pour but “>0, I0asemble de
cesvaleursest mgorZ dorson pait trouver un nonbreN vaable pour busles x, autrement
dit, pour but "> 0, il existe N indZpendantdex, tel que, pour butx, n> N " |Rn(x)|#§. On
dit dansce cas quQiy a convergence uniforme et on aheve dorslaanonstration efixant
tout dObhord unetelle valeur den e en uilisant enauite la continuitZ dela somme patielle, ce

qui permet dOolenir |S,(X) - S, (%)) <% pour buslesx dOuwoisinage de x,, dOo-a

continuitZ def en ce point. Laconvergence uniforme est doncunecondiion suffi sante pour
guelasomme dela sZrie soit continue

COs bien la question ce la dZpendance qui est centrale ici, e il est Zvident quedans une
dZmondration fausse comme celle queSeide propoe ~ la critique o ne sont explicitZs ni
ni N, il est bien difficile de percevoir queN dZend dex ! Nousalonsexaminer maintenant
comment Abd Zchoueauss devant ce prableme ; nous avonschoisi Abd car :

- COst un methZmaticien de premisre envergure

- |l Zrit en franeais, ss1 uvres sont facilement accessibles sur Gallicafr, ce qui
permet au lecteur desOy riZrer et de se faire Aventudlement ure opinion
personndle.

- COst un almirateur de Cauchy.

Or Abd (1826) ondate comme Seidel que le thZoreme de Cauchy est erronZ: il fournit un
contre-exemple :
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Claszie
sinx" %sin(Zx) + %sin(3x) "

est discontinue pour bute valeur (2m+12" dex, m Zant un nanbre entier. Il y a comme on
sait, beaucoup deszZries de cette espece. E(Abd, 1826, not p.224 )

Ce contre-exemple est appaemment dassique” I@poque car Cauchy (1853) Oavisagera
Zgdement par la suite en rectifiant son thzoreme, mais, contrairement ~ Seidel, Abd nevoit
pas o* est |Oaeur. Toutefois, il entreprend dedZmontrer la continuitZ dela somme pour une
sZrie entiere, ce qui est exact, mais ™~ partir dOunezZnondration dontnousalonsvoir quOiée
est fausse. Il gzhZalise ensuite ce rZsultat, au moyen dela me me dZnongration et obtient
cette fois-ci unthZore me faux.

Notonspour @mmencer quela dZnondration dOBd appara’t d4~ comme difficile” lire
pour un nathZmaticien comme Liouville qui dZlare Cqu® trouvait assez difficile ™ exposer
(et meme ~ comprendre) la dZmongration quOAd adonnz de ce thZoremeimportant E
(Liouvile GitZ par Dugec, 2003, p. 108)Ceci souleve un probtme: vu lesimprZisionsde
rZdaction mmmunes aux mathZmaticiensde |Ogoque se comprenaent-ils entre eux ? Nous
laisseronscette question ouvete meme s la remarquede Liouville indte” rZpondreCpas
toujoursk.

Revenons™ Abd ; quelques przisionsprdiminaires faciliteront salecture. Tout d@bord, i
utilise ure d4inition dOunfondion @ntinuequi lui est paticuliere, ce qu soulignele fait
guecette notion nCe pas encore urifiZze ” |0@oque Abd Zcrit :

CDZinition. Une fondion fx sera dite fonction cmntinuede x entre les limites x=a et x=D, g
pour unevaeur quelconquedex comprise entre ces limites, la quantitZ f(x" #), pour ds
valeurstoujoursdzroissantes de ", OpproceindZiniment delalimite fx. E

L e choix de cette dinition est peut-tre motivZ par le fait quOAel dzire montrer quOune
sZrie entiere rZelle est continuey compris”™ I0gtrZmitZ postive de IOmtervalle de convergence
oe il Dgit dorc decortinuitZ”™ gauche, donc” est certainement suppog postif. Ceci dit, la
continuitZ aux autres points de |@ntervalle ouvat de dZinition sippoe dOevisager des
valeursnZyaives de ", e 10on neeaut quecondure comme Liouville quela dZmondration
nOsgt pas facile™ suivre.

Comme les mathZmaticiens de son emps, Abd nOuitise pas de nottion pourla valeur
absolue et n@n pale meme pas, dorsqueCauchy |Oppelle Cvaeur nun¥riquekE. $s
notationssont les suivantes: il d&igne pa "# =V, +V# + VA + ..+ Vv, A &

"#=v #"+v, A"+ . lasomme partielle e le reste de rang m dOuneZrie entiere, sans
mentionrer IOndicem, I os nousZririons: " # et " _#. En vu dfnontrer que la somme
f*=#." +$%_" estcontinue, il remarque:

GOn pourradoncpour bute valeur de Zgde ou ianrieurveA ", prendrem assez grand pour
quOonit” # =% . E llapr&isZauparavant que: Cpour drZger, on keprientera dansce
mZmoire pa ~ unequantitZ qu peut «tre plus petite que toute quantitZ donn2 E.
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Aing, il exprime quele reste peut tre pris auss petit un)ogaut, e la phrase, quantifi Ze en
, indiquepour nougjuelamaoration dgend de” mais|Obsence deN et de ¢ ne permet
pas devoir ladZpendance. Abd acheve dorsla dZnongration ang :

COr f" =#" +$" ,doncf" #f("#8)=% #W" #%) +&.

De plus ~# Ztant ure fonction entiere de ~ , on peit prendre " assez pdit pour g
"HPTHASN=& ;

doncon adenmeme
f"#1(" #%) =%,

ce quQifallait dZmontrer. E

Lanotation * joueun pel le r™d denotre 0, mais sansexplicitation des variables: nous
Zeririonssuccessivement ” (n,#) puis ” (#). Lanotetion ~ occulte ces dZpendances et Abd
nereleve pas du but quele premier w nedzend pa en fait dex. Le principe decharlthw
irait jusquOsuppoer quOAd Da it apersu mais nOe dt pas fait mention re Opplique
pasici car:
- dOuneat, dansce cas, Abd aurat certainement trouvZpourquoilOdoncZ de
Cauchy Zait faux.
- DOatre pat, Abel dZnontre ensuite ure gZnZalisation duthZore me prZcZdent
danslaquédle les coeficients ", dela sZrie deviennent des fondionsdela variable
maintenant nommZe x. |l recopie la dZmondration antZrieureet obient cette fois-ci

0, m
unemajoration ”X<'&E§ +#X (le lecteur pourragjouter des vaeurs absolues). Ici, |l

aprzisZlaprZsence de x. Mais la dZnondration ® poursiit dela meme maniere :
Cll sOawuit quOon pe prendrem assez grand pour quOontd' x=# E. La
conduson est cette fois-ci fausse (pour uncontre-exemple explicite, cf Dugec,
2003)

Ladiffi cultZ" laqudle se heurteici Abd est due™ lanation devariable en andyse telle
quOke est utilisZe "~ cette Zpoque: il y a des variables qui tendent vers zZro defason
autonome, en ce sens quOides ne sont pas fonction dOunautre variable. 1l y asousjacente
unereprZentation dnZmatique mais sans quele temps soit jamais explicitZ, ce qui explique
ladZinition ¢ * . Lefait de dZigner par une seule nottion tout ce quitend ve's zZro
accentueencorela confuson qu est dansle concept de variable lui-meme et bien s¢r, Abd
admet implicitement quOumsomme de variables qui tendent vers zZro tend elle-meme vers
zZro, dorsquela smple explicitation des variables montrerait quelOora affaire ™ une somme
" (n#)+$(% ! Lapostion dOBd introdusant unenatation quirenforce les ambigu4Zs est
un peau extreme, mais cette diffi cultZ concerne tousles mathZmaticiens de |@poque Pour aux,
comme pourles Zudants quien restent ™ un nodsle cinZmatiquede lalimite, les limites sont
toujoursmonobnes : ure variable qui tend vers zZro est ure variable qu dZcro't vers zZro.

Synthese : les dZnongrationsdOAd morntrent bien les proble mes engendr pa lanon
explicitation gystZmatique des variables dueau fait quO1@poquela noion defondion existe
mais est unenaion sconce par rapport” lanoion pemiere de variable prope ~ |@Gnayse.
Dansle cas dOAd, les probkmes soulevZs par lanottion © montrent comment peuvent se
cumuler et sOmbrique un prole me conceptud avec unchoix desymbdisme. Cortrairement
" ce quenousavonsvu antZrieurement oe un symbolisme bien choisi facilitait le
raisonnement, ici le symbaisme accro’t la diffi cultZ d4~ inhZrente au conoept de variable en
andyse delOgoqte.
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CONCLUSIONS.

1) On peut rendre compte des raisonnanents ma;tha:[iqus pa les thZories logiques,
condtion ce nepas s limiter ~ lalogiquedes Zhondzs.

Commentaire: il en rZsulte quOoipeut en gZnzal analyser uneerreur de raisonnement groe
" un modsle logique Mais il nOe rZsulte pas quOurapprentlaage de la logique soit ure
remZiation. En revanche la logique prZsente |Osantage dOue thzorie unifiZe du
raisonnement mathZmatique

2) LOrpZience historique mortre que les mathZmaticiens ont dZ apprendre certains
types derasonnement mod4isables pa lalogique

Commentaire : mais on peut conjecturer que le raisonnement est apparu en mathZmatique
avant sa nod4isation parunethzorielogique

3) Dans chague domeine des mathZmatiques on peut identifier des regles de
raisonnement, des m2&hodes, des symbdismes, qui permettent deraisonne et qui sont
des crZations mathZmatiques.

Commentaire. Cette concluson, la prindpale de notre travail, peut aussi *tre prZsentZe sous
la forme suivante : suivant les domaines mathZnatiques consdZ Zs ce sont diffZrents agpects

de la logique qui appamissent. Typiquement la dZmondration en gZomArie plane exhibe
presque uniquament le raisonnament dZductif, ce qui expliquequOkée soit le lieu privilZgiZ de
son apprentissage alors que le calcul littZral fait dispara’tre toute trace explicite de la

logique Chaque domaine mathZmatique rend plus ou moinsvisibles certains agects logiques

du raisonnament en leur donnantde plus uneforme tres liZe au contexte mathZmatique Tout

travail didactique sur |Oappentissagedu raisonnament dansun donaine mathZmatiquedonnZ
soit donc sOappuyr dOabat sur une description tres prZcise des regles de raisonnement

propres au dormaine. Les exemples que nousavons donn condituent des analyses encore

assez grossieres dont le seul but est dOfayer la conduson ci-dessus Cele-ci souligne la

dimengon de savoir-faire de |OativitZ mathZmatique ce qui nOst pascontradictoire avec le

fait queles mathZmatiques condituent Zvidemment un savoir.

4) On nOpprend pas” raisonne en mathZmatiques, ni historigquement ni personnélement
pa IO#ide dela thZorie logiqueindZendamment des mathZmatiques.

Commentaire: ceci tire la leson, dOue part de |0ardrioritZ historique du raisonnement
mathZmatique par rappott aux thZories logiques correspondanes, dOaut part des Zchecs de
|Oaseignement de la logique en vue dOadiorer |e raisonnament mathZmatique Mais Ceci
nOxclut pasa priori toute efficaditZ dOue rlexion logique dansun contexte mathZmatique
donnZ

5) Les regles dela logique utilisZes dans le raisonnement mathZmatiques sont pour la
plupat Aidentes en denorsde leur contexte mathZmaticue, mais cette connassance ne
permet pas deles gppliquer dansun donaine donnZdes mathZmatiques.

Bibliographie



8/12/09 24 calloguium

n 2 n n 3
Abd NH, 1826, Reherches sur la Stie 1+%‘+ m(”i 21)x L m(m 11)(21 2%,

Journd reineangev. Math. 1, 311339, eprodut dansles uvres completes, Kristiana
(Grondha), 1881, p. 21250. Accessible par le dte gdlica-math.

Aigne M., Ziegler GM, 1998,Proofs of the book Springer, Berlin. Tradudion franeaise par
N. Puech & JM Morvan, Raisonneaments diving Springa-Verlag France, 2002.

Aristote, Organon, I, Les premiers analtiques, trad JTricot, Vrin Paris, 1995
Arsac G, 1992, IOuniersalitZ des mathZmatiques, bulletin del@PMEP n;385, p. 40-418

Arsac G, 1998 L'axiomatiquede Hilbert et I'enseignement de la gbmarie au wll+ge et au
lycZe. AlZas, Lyon, 125 pges.

Arsac G, 1999, \riationset variables dela dZmondration gomarique Recherchesen
didadique des mathZmatiques, vol 1943, p 357%390.

Balacheff, N., 1987, PPocessusde preuveet stuaionsdevadidaion, Educationd Sudiesin
Mathematics, vol. 18, nj 2, Mai 1977, p. 47-176.

Behg H, 1999, Tese: Elements destrucuraions” proposgelfenwignement et
[Opprentissage ™ long erme delObyebrelinZaire, UniversitZdeFes, Maroc.

Bosch M, Chevallard Y, 1999, la sensibilitZ delOetivitZ mathZmatiqueaux ogensfs. Objet
dOudeet probkmatique Recherches en ddadique des mathZmatiques, vol 19/1, La Pensze
Sauvage, Grenoble. p. 77123.

CAGNAC G., RamIs E., CoMMEAU J. (1963, Nouweau cours de mathZmatiques spZiales,
tome 2, Analyse. PARIS | MASSON.

Cauchy, A-L, 1821, CoursiOadyse de IGcole pdytechnique, 1" patie, Analyse algzbrique
Debure Paris.

Cauchy, A-L, 1853, CNite sur les sZries convegentes dontles divers termes sont des
fonctionscontinues dOungariable rZelle ou imaginaire, entre des limites donn£s Camptes
Rendusde|OmaadZmie des Sdences (Tome XXXV, p. 4549, 14 Mas 1853. Cetexte est
reprodut dansles Iuv res corrpletes de Cauchy (Premiere SZie, tome Xll, p. 30-36).

Changeux JP, Conns A, 1989 ,Matiere ™ pensZe, Odile Jacob, Ruris.

Dugac, 2003, Histoire delOanlyse, Vuibert, Paris

Durand-Guerrier V et Arsac G, 2003, Mhodes de raisonnament et leurs mod4isations
logiques. JicitZs delOamalyse. Qudlesimplicationsdidactiques ? Recherches en ddadique
des mathZmatiques, vol 23/3, La PensZe Sauvage, Grenoble. p. 295342.

Durand-Guerrier V et Arsac G, 2005, A epistemological and ddactic sudy of aspecific
calculusreasoning rde, Educ sud in maths, 60, 149172.



8/12/09 25 calloguium

DURAND-GUERRIER, V. 2005,Recherches sur |?articulation entre la logique et le
raisonnement mathZmati que dansune perspective didadique. Un cas exemplaire de

| 2interaction entre analyses ZistZmologique et didactique. Apports dela thZorie 2Zmentaire
des modeles pour une analyse didactiquedu raisonnement mathZmatique, Habilitation ~
diriger des recherches, IREM delLyon.

Duvd R. (1991), Structure du raisonnament dZdudif et apprentissage de la dZmongration.
Ed gud in mathematics, 22, 233261.

Gardies JL, 1997,LOoganisation des mathZmatiques grecques de ThZAste ~ Archimede,
Vrin, Paris.

Garuti, R.; Boeo,P. & Lemut, E.: 1998, @gnitive Unity of Theorems and Diffi culties of
Proof', Proceedingsof PME-XXII, vol. 2,pp. 345352

GOCHET P., GRIBOMONT P. (1990), Logique MZthodes pour |Oiformatique fondamentale.
Vol. 1. Hermes,

?gAglzav (1908), A course of pure mathematics, Cambridge University Press, dixieme Zdition,

Haug P-J,. 2000,MathZmatiques pour IOfidiant scientifique tome 1. Raris: EDP Sciences.
Hemily, 2006, Textes fondaturs du @lcul infinitZsmal, Hlipses, Paris.

Hilbert, 1899,Les fondaments dela gbmrie, tradudion dela dixime Zition, Raul Rossier
Ziteur, Dunod, Rris, 1971, 311 pges.

HoTTois G. (1989),Penser la logique De Boeck UniversitZ

Lakatos 1, 1976, Proofs and refutations Cambridge Trad franeaise Preuves et RAutations
ActuditZs scientifiques et indudrielles nj1412, Hermann (1984) Rris.

LALANDE A, 1902,Vocabulaire techniqueet critiquedela phiosophie, Presses Universitaires
de France, Paris, tome 2.

Longo 2009, Theorems as condrudive vision, in Fou-Lai Lin, Feng-Jui Hsieh, GlaHanng
Michael de Villiers, (eds) Proceedingsofthe ICMI Sudy 19 cnference: Proof andProving
in Mathematics Education, The Department of Mathematics, Nationd Taiwan Normal
UniversityTaipe, Taiwan

Mudler, I, 1981,Philosophyof Mathematics and Dedudive Structure in Eudid"s Elements,
Cambridge (Massachussets).

Netz R, 1999 The Shapng ofdedudion in greek mathematics, astudy in cogntive history,
Cambridge 327 @ges.

Pascal, 1985,De |Osprit gZlomArique, Hammarion.
Pedemonte B, 2005, Qidques outils pour Dadyse cognitive du lapportentre argumentation

et dZmondration, ? Recherches en didadique des mathZmatiques, va 253, La PensZe
Sauvage, Grenoble. p. 313348.



8/12/09 26 calloguium

RoudeN, 1989, Pouve : amener ‘Nléiidenoe ou @ntr™dr desimplications?, in La
dZmongration mathZmatiquedanslOfFstoire, IREM deLyon. 496 pges, p.9-38.

Seidd, 1847, Mte Yier eine Eigenschaft der Rahen wel che discontinuirliche Fundionen
darstellen E (Note sur unepropiiAZ des sZries qui reprZsentent des fondionsdiscontnues)
Abhandungen de Mathematisch-Physikalischen Klasse der KSniglich Bayerischen Akademie
der Wissenschatften. (pages 381-393).

Serfati M, 1999, la dialectiquede IOndZerminZ deViste et Frege ” Russell, Actes du
sZminaire dOlsoire & ZoistZzmologie des mathZmatiques, IREM de Paris Sud, p. 14-174.

Stokes GG, 1847,0n critical values of the sums of periodic series, Trans. Canbridge Philos
Soc, 8, p. 533583, reprodut in Sokes, Math and phys. Pape's, Cambridge University Press,
1880, voll, p. 236313.

Thurgon WP, 1994, O proof and progres in mathematics, Bull. Amer. Math. Soc 30 (1994)
p. 162177; trad franeaise : 1995, Peuveet progres en mathZmatiques, Reperes IREM,nj21,
p. 7-26.



